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A pályázat támogatásával 62 publikáció jelent meg. Ezekből 1 könyv, amely a
„Conference on Inequalities and Applications ’07” konferencián bemutatott dolgoza-
tokból Inequalities and Applications [9] címmel a Birkhäuser Verlag gondozásában
jelent meg. (Ebben a kutatócsoport tagjai két dolgozatot is publikáltak.) További 50
dolgozat nemzetközi tudományos folyóiratban, 11 pedig referált konferenciakiadvány-
ban jelent meg. A zárójelbe tett évszám a megjelenés, illetve a várható megjelenés
idejét jelöli.
Vera Zeidannal (aki a Michigani Egyetem professzora) együttműködve 7 dolgo-
zat készült el és ebből egy van megjelenés alatt. A Páles–Zeidan (2007, Nonlinear
Anal.) [56] dolgozatban a korábbi években elért eredményeink betetőzéseként, az ún.
Dubovickij–Miljutyin-féle időtranszformációs trükk segítségével az állapottérre vo-
natkozó egyenlőtlenségi, az irányítási függvényre pedig egyenlőségi és egyenlőtlenségi
korlátozásokat tartalmazó optimális irányítási feladatokra sikerült a Pontrjagin-féle
maximum-elvet kiterjeszteni és ezt másodrendű szükséges feltételekkel is kiegészíteni.
Közös kutatásaink egy újabb területe a Clarke-féle általánosított Jacobi-mátrix
(amely a lokálisan Lipschitz véges dimenziós normált terek között ható függvények-
hez társít egy halmazértékű derivált fogalmat), amelyet végtelen dimenziós normált
tereken értelmezett és véges dimenziós értékkészletű lokálisan Lipschitz függvényekre
sikerült általánosítani a Páles–Zeidan (2007, J. Convex Anal.) [54] dolgozatban. Az
általánosítás a lokálisan Lipschitz függvények (Rademachertől eredő) majdnem min-
denütti differenciálási tételén alapszik, mivel a függvény véges dimenziós affin alte-
rekre vett megszorításainak Clarke-féle Jacobi-mátrixai segítségével értelmezi az ál-
talánosított halmazértékű deriváltat. Ennek az új fogalomnak a karakterizációját és
a kalkulus szabályok egy teljes spektrumát (összeg szabály, lánc szabály, részenként
sima függvények differenciálása, stb.) sikerült kidolgozni a Páles–Zeidan (2008, J.
Math. Anal. Appl.) [57] dolgozatban. Bebizonyítottuk, hogy ez a derivált fogalom
a legszűkebb szekvenciálisan felülről folytonos halmazértékű szigorú Hadamard-féle
derivált. A bizonyítások hátterében Fabian és Preiss egy eredményének az általá-
nosítására volt szükség. Ennek felhasználásával kimutattuk, hogy az általánosított
derivált véges dimenziós alterekre való leszűkítése és az ugyanarra az altérre nézve kép-
zett általánosított derivált között egyenlőség áll fenn. A Radon-Nikodym tér értékű
függvényekre vonatkozó kiterjesztést dolgoztuk ki a Páles–Zeidan (2007, Set-Valued
Anal.) (45 oldolas) [55] dolgozatunkban. A Páles–Zeidan (2009, J. Convex Anal.)
[58] dolgozatban a sikerült egy olyan szűk halmazt konstruálni, amelynek konvex
burka az általunk bevezetett általánosított halmazértékű derivált. Ennek az alkal-
mazások szempontjából az a jelentősége, hogy sokszor már ez a szűkebb „derivált” is
elegendő a szélsőérték problémákra vonatkozó szükséges feltételek megfogalmazásá-
hoz. Az általánosított derivált konstruálhatósága nagy mértékben függ az értékkészlet
tér geometriai tulajdonságaitól, legáltalánosabban normált terek duális tereként elő-
álló Banach-térbeli értékű függvényekre vonatkozó kiterjesztést sikerült kidolgozni a
Páles–Zeidan (2010, Discrete Contin. Dyn. Syst.) [60] dolgozatban. Ebben a dolgo-
zatban egy példát is sikerült konstruálni, ami azt mutatja, hogy van olyan a folytonos
függvények terébe képező lokálisan Lipschitz leképezés, amelyhez „értelmes módon”
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2nem lehet általánosított deriváltat rendelni. Az irányitáselméleti alkalmazásoknál a
fent általánosság azoban még mindig nem elegendően hatékony, ezért szükségessé vált
egy ú.n. általánosított koderivált fogalmának az értelmezése, amely már tetszőleges
értelmezési tartomány és tetszőleges értékkészlet esetén használható. Ezt az új fogal-
mat Páles–Zeidan (2010, Set-Valued Variational Anal.) [59] dolgozatban vezettük be,
és az erre vonatkozó kalkulus szabályok egy teljes spektrumát (összeg szabály, lánc
szabály, részenként sima függvények differenciálása, stb.) erre is kidolgoztuk.
A Páles (2006) [51] dolgozat ún. absztrakt irányítási feladatokra vonatkozik, vagyis
olyan problémákra, ahol változók két csoportba oszthatók: az egyik csoport szerint
Lipschitz folytonosság, a másik csoport szerint pedig egy konvexitási feltétel telje-
sül. Az optimumnak az ilyen problémákra nyert első- és magasabb-rendű szükséges
feltétele minden szempontból általánosítja Ioffénak és Tyihomirovnak egy klasszikus
eredményét, amely a Lagrange-elv és a Pontrjagin-féle maximum-elv egy közös ál-
talánosítása. Ezek az eredmények elsősorban a konkrét — közönséges és parciális
differenciálegyenletekkel vezérelt, nemsima adatokat tartalmazó — optimális irányí-
tási problémákra alkalmazhatók sikeresen.
A Baják–Páles (2009, Acta Math. Hungar.) [7] dolgozatban a Hahn–Banach és a
Dubovickíj–Miljutyin-féle elválasztási tételeket olyan halmazok szeparációjára, elvá-
lasztására sikerült kiterjeszteni, amelyek konvex halmazok (nemlineáris) inverz képe-
ként állnak elő. Ebből az eredményből alkalmazásként a feltételes szélsőérték problé-
mákra jól ismert Lagrange-féle multiplikátor tétel is azonnal és könnyen levezethető.
A másik vizsgált témakörben a konvexitás különböző általánosításait, ezek jellem-
zését, továbbá konvex függvények perturbációs tulajdonságait, stabilitását vizsgáltuk.
További érdekesnek mutatkozó kérdés a nem elsőrendű Lipschitz-perturbációk vizs-
gálata és az eddigi eredményeknek a vektorváltozós függvények esetére vonatkozó ki-
terjesztése. A monoton függvények Lipschitz-perturbációt jellemeztük a Makó-Páles
(2006, Acta Math. Hungar.) [45] dolgozatban. Boros Zoltán (2008, Math. Inequal.
Appl.) [12], egy sejtésemet igazolva, megmutatta, hogy a klasszikus Tagaki-függvény
(más néven van der Waerden-függvény) kielégíti a Jensen-egyenlőtlenség egy per-
turbált alakját, azaz, hogy rendelkezik egy bizonyos approximatív konvexitási tu-
lajdonsággal. Ezt az eredményt messzemenően sikerült általánosítani a Makó-Páles
(2010, J. Math. Anal. Appl.) [44] cikkben, ahol az ú.n. ϕ-konvexitással kapcsolatos
Takagi-típusú függvények egy széles osztályára sikerült hasonló jellegű approximatív
konvexitási tulajdonságot igazolni.
A Bessenyei–Páles (2006, Math. Inequal. Appl.) [10] dolgozatban az ún. Csebisev-
rendszerekre nézve első-, valamint magasabb rendben konvex függvények konvexitá-
sával foglalkoztunk és kiterjesztettük a klasszikus esetből ismert Hermite–Hadamard-
egyenlőtlenséget ilyen rendszerekre. A különböző szimmetria tulajdonságokkal rendel-
kező függvényekre vonatkozó Hermite–Hadamard-típusú egyenlőtlenséget találtunk a
Czinder–Páles (2006, Math. Inequal. Appl.) [18] dolgozatban, amelyről kiderült, hogy
a Gini- és Stolarsky-közepek összehasonlítási tételének bizonyításában is jelentős sze-
repet játszik.
Egy új szubdifferenciálfogalmat, aQ-szubdifferenciál fogalmát vezettük be a Boros–
Páles (2006, J. Math. Anal. Appl.) [14]-ben, amely a konvex analízisből ismert stan-
dard szubdifferenciál fogalomnak az általánosítása, ennek elemei azonban nem lineá-
ris funkcionálok, hanem additív függvények. Ennek az új fogalomnak a segítségével
a Jensen-konvexitást a Q-szubdifferenciál monotonitásával jellemeztük.
A Beckenbach által bevezetett konvexitás-fogalomra vonatkozó szendvics tétele-
ket nyertünk Nikodem–Páles (2007, J. Convex Anal.) [48] dolgozatban. A három
3paraméteres síkbeli tartományokon értelmezett Beckenbach családokra nézve konvex
függvények tulajdonságait vizsgáltuk az Adamek–Gilányi–Nikodem–Páles (2007, J.
Math. Anal. Appl.) [2] dolgozatban. A konvexitás, Jensen-convexitás és a Wright-
konvexitás magasabb-rendű általánosításait vezettük be, illetve vizsgáltuk az ilyen
tulajdonságú függvények közötti kapcsolatoka a Gilányi–Páles (2008, Math. Inequal.
Appl.) [24] cikkünkben. A magasabb rendben Wright-konvex függvényeknek C. T. Ng
klasszikus eredmnyével analóg dekompozíciós tételét sikerült bebizonyítani a Maksa–
Páles (2009, J. Math. Anal. Appl.) [42] dolgozatban. A magasabb-rendű monotonitás
és konvexitás Hermite–Hadamard egyenlőtlenséghez hasonló lineáris integrálegyenlőt-
lenséggel való jellemzését találtuk a Bessenyei–Páles (2010, Proc. R. Soc. Edinburgh
Sect. A) [11] cikkben. A Hadamard-egyenlőtlenség (nem csak konvex függvényekre
való) teljesülésének szükséges és elegendő feltételeit írtuk le a Fink–Páles (2007, Appl.
Anal. Discr. Math.) [22] dolgozatban. A Nikodem-Páles (2008, Ann. Univ. Sci.
Budapest. Sect. Comput.) [49] dolgozatban a t-kváziaffinitás az 1/2-kváziaffinitás
között kapcsolatot sikerült meghatározni. Az Hermite-Hadamard egyenlőtlenségre
stabilitási tételt igazoltunk a Házy–Páles (2009, Proc. Royal Soc. A) [36] és Házy [30]
dolgozatokban. A Daróczy–Páles [21] cikk a nemkonvex függvényeknek egy olyan új
jellemzését adja, aminek a segítségével új, a kváziaritmetikai közepeket is általánosító
középtípusok összehasonlítási tételeit sikerült leírni.
A különféle értelemben vett általánosított konvex függvényekre vonatkozó
Bernstein–Doetsch-típusú eredményeket tárgyalnak a Burai–Házy–Juhász (2009,
Publ. Math. Debrecen) [17], Házy [27], [31], [33], [34] és Házy–Burai [35] dolgoza-
tok.
A középértékekkel kapcsolatos Jensen-típusú egyenleteket, illetve közepek Gauss-
féle kompozícióit tartalmazó függvényegyenleteket vizsgáltunk a Daróczy–Maksa–
Páles (2006, Proc. Amer. Math. Soc.) [20] és a Daróczy–Lajkó–Lovas–Maksa–Páles
(2007, Acta Math. Hungar.) [19] dolgozatokban. A metrikus grupoidokon tekintett
Cauchy-egyenlet stabilitásának különböző típusú becsléseit foglaltuk össze a Gilányi–
Kaiser–Páles (2007, Aequationes Math.) [23] cikkünkben. A kváziaritmetikai kö-
zepekből L-konjugálással nyert újabb közepek összehasonlításának szükséges és ele-
gendő feltételeit találtuk a Bakula–Páles–Pecaric (2007, Commun. Appl. Anal.)
[8] dolgozatunkban. A Losonczi–Páles (2008, J. Math. Anal. Appl.) [38] dolgo-
zatban két függvénnyel és egy mértékkel meghatározott közepek összehasonlításának
szükséges feltételeit és elegendő feltételeit határoztuk meg. A Maksa–Páles (2010,
Colloq. Math.) [43] dolgozatban a súlyozott kváziaritmetikai közepek összehason-
lításanak szükséges és elegendő feltételeit arra az általánosab esetre is megadtuk,
amikor az összehasonlítandó közepek nem feltétlenül ugyanúgy vannak súlyozva. A
Makó–Páles (2008, Publ. Math. Debrecen) [46] cikkben a kváziaritmetikai közepek
mértékek segítségével való általánosításait vizsgáltuk és megoldottuk az ilyen közepek
egyenlőségi problémáját. A Makó–Páles (2009, J. Math. Anal. Appl.) [47] dolgo-
zatban az ilyen közepek osztályában meghatároztuk azokat a közép-párokat, amelyek
Gauss-kompozíciója a számtani közép. Az invariancia-egyenletet a Matkowski ál-
tal bevezetett általánosított kváziaritmetikai közepek osztályában négyszeri folytonos
differenciálhatóságot feltéve oldottuk meg a Baják–Páles (2009, Aequationes Math.)
[6] dolgozatban. Az Gini-közepekre teljesülő invariancia-egyenlet összes megoldását
komputaralgebrai eszközökkel, a MAPLE programcsomag alkalmazásának segítségé-
vel oldottuk meg a Baják–Páles (2009, Comput. Math. Appl.) [5] cikkben. Az itt
kifejlesztett módszer, amely az elméleti megfontolásokat és a komputeralgebrai esz-
közökkel elvégzett részletszámításokat kombinálja, valószínűleg további paraméteres
egyenlőségi problémák vizsgálatára is alkalmazható lesz.
4A többváltozós kváziösszegek reprezentácóit írja le a Maksa-Nizsalóczki [41] dol-
gozat. A Maksa–Mészáros [40] dolgozatban az exponenciális valószínűségeloszlás egy
függvényegyenletekkel való jellemzését adtuk. A Lajkó-Maksa-Mészáros (2008, Publ.
Math. Debrecen) [37] cikkben a Hosszú-féle függvényegyenlet egy általánosítását sike-
rült mérhetőségi feltételek mellett megoldani. A Gselmann–Maksa (2009, Sci. Math.
Jpn.) [25] dolgozatban a nemnegatív információfüggvények egy új előállítását ad-
tuk meg. A Gselmann–Maksa (2009, Aequationes Math.) [26] dolgozatban a pozítív
paraméterű információfüggvények függvényegyenletének Hyers–Ulam értelemben vett
stabilitását bizonyítottuk. A Páles (2008, Acta Sci. Math. (Szeged)) [53] cikkben a
lineáris függvényegyenletek egy speciális osztályát vizsgáltuk, amely alapvető fontos-
ságú az iterációt is tartalmazó nemlineáris egyenletek vizsgálatában. Az iterációt is
tartalmazó függvényegyenletek regularitáselméletéről írott összefoglalót tartalmaz a
Páles (2006, Tatra Mt. Math. Publ.) [52] dolgozat. A kiinduló eredmény általában
Lebesgue-nek a monoton függvényekre vonatkozó majdnem mindenütti differenciál-
hatósági tétele, ezért meglepő a Boros-Daróczy (2006, Publ. Math. Debrecen) [13]
dolgozat eredménye, amely egy iteratív egyenletről azt mutatja ki, hogy az általános
megoldások tetszőleges additív függvények.
Debrecen, 2010. április 26. (Témavezető aláírása)
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